Stablo

Jednostavan graf bez ciklusa je aciklican graf ili Suma. Povezan aciklican
graf je stablo.

Lema 1. U svakom stablu sa n > 2 cvora postoji cvor stepena 1.

Dokaz: Ako bi stepen svakog ¢vora bio vedi ili jednak 2 u grafu bi pos-
tojala kontura..... O

Teorema 1. Neka je G jednostavan graf sa n cvorova. Sljedeci uslovi su
ekvivalentna:

(1) G je povezan bez kontura,

(2) G je povezan i ima m = n — 1 grana,

(3) G je bez kontura i ima ima m =n — 1 grana,

(4) G je bez kontura ali gubi to svojstvo dodavanjem grane izmedu proizvoljna
dva nesusjedna cvora,

(5) G je povezan ali gubi to svojstvo udaljavanjem proizvoljne grane,

(6) Svaka dva ¢vora grafa G povezana su jedinstvenim putem.

Dokaz: Pokazacemo da vazi sljedeéi niz implikacija: (1) — (2) — (3) —
(1) i (1) > (4) = (5) = (6) — (1).

(1) — (2) : Neka je G jednostavan povezan graf bez kontura sa n ¢vorova.
Indukcijom po n pokazat¢emo da G ima n — 1 granu. Zan = 1in = 2
tvrdenje ocigledno vazi. Neka je n > 3 i neka tvrdenje vazi za sve povezane
aciklicne grafove sa n — 1 ¢vorova. Na osnovu leme 1., u G postoji ¢vor v
stepena 1. Udaljimo ga iz grafa G. Graf H = G — v zadovoljava induktivnu
predpostavku pa ima my = ny —1 grana. Kakojemy =m—1ing =n—1,
tojem=n—1.

(2) — (3) : Neka je G je povezan graf sa m = n— 1 grana. Treba pokazati
da u G ne postoji kontura. Pretpostavimo suprotno. Udaljimo iz G' granu
sa konture. Dobijamo jednostavan graf koji je i dalje povezan. Postupak



udaljavanja grana sa kontura nastavljamo sve dok ne dobijemo graf H C G
bez kontura. Na osnovu prethodno dokazanog koraka (1) — (2), graf H ima
n — 1 granu, $to na osnovu sprovedene konstrukcije nije moguce.

(3) — (1) : Pretpostavimo da vazi uslov (3) i dokazimo da je G povezan.
Neka je w(G) = k i neka su Hy, Hs, ..., Hy komponente povezanosti grafa G
samni, N, ..., N, Cvorovaimy, ma, ..., my grana, redom. Tada je m; = n;—1,
zasvakoi =1,k pajem =" mi=Y" (ni—1)=3" ni—k=n—k
Kako je m =n — 1, to je k = 1, odnosno G je povezan graf.

(1) — (4) : Neka je G jednostavan povezan graf bez kontura i neka su w i
v njegova dva proizvoljna nesusjedna ¢vora. U G postoji (u — v)—put P, pa
je P+ uv kontura u G + uv.

(4) — (5) : Neka su u i v dva nesusjedna ¢vora. Dodavanjem grane uv
graf G dobija konturu. Oznacimo je sa C. C'—uv je (u—v)—put u G. Dakle,
G je povezan. Neka je uv proizvoljna grana u GG. Ako bi G — uwv bio povezan,
u G — uv bi postojao put P koji pocinje u u i zavrsava u v, Tada bi P + uv
bila kontura u G.

OJ

Posljedica 1. U svakom povezanom grafu postoji razaponjuce stablo

Obiljezeni graf sa n ¢vorova je graf Ciji su ¢vorovi oznaceni brojevima 1,
2, ..., nili slovima vy, vy, ..., v,. Dva obiljezena grafa GG i G5 sa n ¢vorova
su razlicita ako postoji grana ¢ koja pripda jednom ali ne i drugom grafu.
Postoji jednostavna formula za odredivanje broja takozvanih obiljezenih raza-
ponjucih stabala, to jeste stabala u kojima se izomorfna ne poistovje¢uju, dok
je odredivanje broja neizomorfnih razapinjucih stabala slozen problem.

Grana koja nije petlja je karika. Ako je e karika, kontrakcija (multi)grafa
G po grani e, u oznaci G - e, je graf dobijen iz G udaljavanjem grane e i
poistovjeéivanjem njenih krajnjih évorova. Za obiljezeni multigraf G sa 7(G)
¢emo oznacavati broj njegovih (obiljezenih) razapinjuéih stabala.

Teorema 2. Neka je e karika v multigrafu G. Tada je
7(G)=7(G—¢e)+7(G-e)

Dokaz: Neka je A(G) familija svih razapinju¢ih stabala multigrafa G.
Ozna¢imo sa A; C A(G) familiju razapinjucih stabala koja sadrze granu e,
a sa Ay C A(G) familiju razapinjuéih stabala koja ne sadrze e. Tada je

|A| = |A1| + |A2] 1 A(G — e) = A;. Sa druge strane, svakom stablu T' € A,
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odgovara stablo T-e € A(G-e) i ova korespodencija je uzajamno jednoznaé¢na.
Na osnovu principa jednakosti, |Az| = |A(G - €)].
O

Broj razapinjuc¢ih stabala moguce je odrediti i primjenom matrice inci-
dencije:

Teorema 3. (Matricna teorema o stablima) Neka je G multigraf bez petlji,
V(G) = {1,2,...,n} skup évorova multigrafa G i M njegova matrica inci-
dencije. U svakoj koloni matrice M zamijenimo jednu 1 sa -1. Tako dobijenu
matricu oznacimo sa N. Neka je Ny dobyjena iz N udaljavanjem jedne vrste.
Tada je

7(G) = det(Ny - Ni ) = detQy,

gdje je Qo bilo koja (n — 1) x (n — 1) podmatrica n x n matrice Q) = (¢;5), v

kojoj je
L d(i) , =17
Ui = —(broj ij grana) , i #j
Lema 2. Neka sul,2,...,n, n > 2, ¢vorovi, ady, do, ..., d, prirodni brojevi

takvi da vazi ;. d; = 2(n—1). Tada je broj obiljezenih stabala nad skupom
¢vorova {1,2,...,n} tako da vazi d(i) = d;, i = 1,n, jednak
(n—2)!
(dy — D)(dy — D! (d, — 1)V

Dokaz: Indukcijom po n. Za n = 2 trivijalno.

Neka je n > 3, tvrdenje vazi zan — 11idy, ds, ..., d, su prirodni brojevi
takvi da vazi > ,d; = 2(n — 1). Postoji ¢vor i stepena 1 (pokazite!).
Odredenosti radi, neka je to ¢vor n. Pitanje je koliko ima stabala sa n
¢vorova: 1,2,...,n — 1,n, stepena dy, ds, ..., d,_1,1, redom, tako da je
Z;:ll d; = 2n — 3. Neka je A familija svih ovakvih stabala. Tada je A =
AiUAU. .. UA,_;, gdje je A; C A familija stabala u kojima je viseéi ¢vor
n susjed sa évorom i. Da bi smo odredili |.4;], udaljimo iz grafa G ¢vor n i
njemu incidentnu granu ¢n. Niz prirodnih brojeva dy, ds, ..., d;_1, d; — 1,
dit1, diyo, ..., d,—1 zadovoljava jednakost

d1+d2++dz_1+(dz—1)+dl+1+dl+2++dn_1 = 272-42 2(71—1)—2,



pa je, na osnovu induktivne pretpostavke,

|Az’ _ (n—3)!

(@ D)1~ D) (&1 1)1~ 2) (i~ DL (1 D!
n—3)!
= = DG

7

Otuda,
Al = > A
= Z?:_f(di - 1>(d1_1)!(d2(f17):!3.).?(dn_1—1)!
= ((2n = 3) = (n — 1))

(n—2)!
o ?:1(di*1)!

O

Teorema 4. (Kejlijeva formula, 1889.) Broj obiljezenih razapinjucih stabala
nad skupom od n ¢vorova je 7(K,) = n""2.

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme i polinomijalne formule dobijamo:

n—2)!
) = ) H?(ﬂ(d@-—)l)!

di,da,....dn>1
d1+...+dn:2(n71)

N di!...d,

dy,d2,...,dn >0
di+..+dp=n—-2
— nn—2



